
1–6 |||| Use the binomial series to expand the function as a power
series. State the radius of convergence.
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3. 4.
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7. (a) Expand as a power series.
(b) Use part (a) to estimate correct to three decimal

places.

8. (a) Expand as a power series.
(b) Use part (a) to estimate correct to four decimal places.s
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Answers

C l i ck  h e r e  f o r  s o l u t i o ns .SC l i c k  h e r e  f o r  ex er c i se s .E

1. 1 +
x2

3
+

∞∑
n=2

(−1)n−1 · 2 · 5 · 8 · · · · · (3n− 4)x2n

3n n!
,

R = 1

2. x+
∞∑

n=1

1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1)

2nn!
xn+1

, R = 1

3.

√
2

2

[
1 +

∞∑
n=1

(−1)n · 1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1)xn

22n · n!

]
, R = 2

4. x2 +
∞∑

n=1

1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1)x3n+2

2n · n! , R = 1

5.

∞∑
n=0

(n+ 4)!

4! · n! xn+5
, R = 1

6. −1 +
x

5
+

∞∑
n=2

4 · 9 · · · (5n− 6)xn

5n · n! , R = 1

7. (a) 1 +
∞∑

n=1

(−1)n 1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1)

2n · n! xn

(b) 0.953

8. (a) 2

[
1 +

x

24
+

∞∑
n=2

(−1)n−1 · 2 · 5 · · · · · (3n− 4)xn

24n · n!

]

(b) 2.0165
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Solutions

C l i ck  h e r e  f o r  a n s we r s .AC l i c k  h e r e  f o r  ex er c i se s .E

1.
(
1 + x2

)1/3
=

∞∑
n=0

(
1
3

n

)
x2n

= 1 +
x2

3
+

(
1
3

) (− 2
3

)
2!

x4 +

(
1
3

) (− 2
3

) (− 5
3

)
3!

x6 + · · ·

= 1 +
x2

3
+

∞∑
n=2

(−1)n−1 · 2 · 5 · 8 · · · · · (3n− 4)x2n

3n n!

with R = 1.

2. [1 + (−x)]−1/2 =
∞∑

n=0

(
− 1

2

n

)
(−x)n

= 1 +
(− 1

2

)
(−x) +

(− 1
2

) (− 3
2

)
2!

(−x)2 + · · ·

= 1 +
x

2
+

1 · 3
222!

x2 +
1 · 3 · 5
233!

x3 +
1 · 3 · 5 · 7

244!
x4 + · · ·

= 1 +
∞∑

n=1

1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1)

2nn!
xn

so
x√
1− x

= x+
∞∑

n=1

1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1)

2nn!
xn+1

with

R = 1.

3. (2 + x)−1/2 =
1√
2

(
1 +

x

2

)−1/2

=

√
2

2

∞∑
n=0

(
− 1

2

n

)(x
2

)n

=

√
2

2

[
1 +

(− 1
2

) (x
2

)
+

(− 1
2

) (− 3
2

)
2!

(x
2

)2

+ · · ·
]

=

√
2

2

[
1 +

∞∑
n=1

(−1)n · 1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1)xn

22n · n!

]

with |x/2| < 1 so |x| < 2 and R = 2.

4.
[
1 +

(−x3
)]−1/2

=
∞∑

n=0

(
− 1

2

n

)(−x3)n

= 1 +
(− 1

2

) (−x3
)
+

(− 1
2

) (− 3
2

)
2!

(−x3
)2

+ · · ·

= 1 +
∞∑

n=1

1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1)x3n

2n · n!

so
x2

√
1− x3

= x2 +
∞∑

n=1

1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1)x3n+2

2n · n!

with R = 1.

5. (1− x)−5 = 1 + (−5) (−x) +
(−5) (−6)

2!
(−x)2

+
(−5) (−6) (−7)

3!
(−x)3 + · · ·

= 1 +
∞∑

n=1

5 · 6 · 7 · · · (n+ 4)

n!
xn =

∞∑
n=0

(n+ 4)!

4! · n! xn

⇒ x5

(1− x)5
=

∞∑
n=0

(n+ 4)!

4! · n! xn+5
or

∞∑
n=0

(n+ 1) (n+ 2) (n+ 3) (n+ 4)

24
xn+5

, with R = 1.

6.
5
√
x− 1 = − [1 + (−x)]1/5 = −

∞∑
n=0

(
1
5

n

)
(−x)n

= −
[
1 + 1

5
(−x) +

( 1

5
)(− 4

5
)

2!
(−x)2

+
( 1

5
)(− 4

5
)(− 9

5
)

3!
(−x)3 + · · ·

]

= −1 +
x

5
+

∞∑
n=2

4 · 9 · · · (5n− 6)xn

5n · n! with R = 1.

7. (a) (1 + x)−1/2 = 1 +
(− 1

2

)
x+

(− 1
2

) (− 3
2

)
2!

x2

+

(− 1
2

) (− 3
2

) (− 5
2

)
3!

x3 + · · ·

= 1 +
∞∑

n=1

(−1)n 1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1)

2n · n! xn

(b) Take x = 0.1 in the above series.
1 · 3 · 5 · 7

244!
(0.1)4 < 0.00003, so

1√
1.1

≈ 1− 0.1
2

+ 1 · 3
22 · 2! (0.1)

2 − 1 · 3 · 5
23 · 3! (0.1)

3 ≈ 0.953

8. (a) (8 + x)1/3 = 2
(
1 +

x

8

)1/3

= 2
∞∑

n=0

(
1
3

n

)(x
8

)n

= 2

[
1 +

1

3

(x
8

)
+

(
1
3

) (− 2
3

)
2!

(x
8

)2

+

(
1
3

) (− 2
3

) (− 5
3

)
3!

(x
8

)3

+ · · ·
]

= 2

[
1 +

x

24
+

∞∑
n=2

(−1)n−1 · 2 · 5 · · · · · (3n− 4)xn

24n · n!

]

(b) (8 + 0.2)1/3 = 2
[
1 + 0.2

24
− (0.2)2

242
+ 2·5(0.2)3

243·3! − · · ·
]

≈ 2
[
1 + 0.2

24
− (0.2)2

242

]
since 2 · 2 · 5(0.2)3

243 · 3! ≈ 0.000002, so 3
√
8.2 ≈ 2.0165.
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